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1) A 2007-BEN ELVE´GZETT MUNKA LEI´RA´SA
Egyse´gko¨r ve´ges sok konvex tartoma´nyra bonta´sa esete´n ezek be´ırt ko¨rei a´tme´ro˝i-
nek o¨sszege legala´bb 2; ez Tarski te´tele´t jav´ıtja.
Legyen H ⊂ R3, mely nem fekszik egy s´ıkban. Tartalmazza H ba´rmely 4,
a´ltala´nos helyzetu˝ pontja a´ltal meghata´rozott tetrae´der be´ırt go¨mbje´nek ko¨ze´ppont-
ja´t. Ekkor H su˝ru˝ convH-ban. A´ltala´nos´ıtottuk a (fentivel analo´g) s´ıkbeli be´ırt
ko¨r ko¨ze´ppont proble´ma´t, megmutatva, hogy a su˝ru˝se´g ma´r egy sokkal gyenge´bb
felte´telbo˝l is ko¨vetkezik.
Legyen H egy halmaz a szfe´rikus vagy a hiperbolikus s´ıkon, nem egy egyenesben.
TartalmazzaH ba´rmely 3, a´ltala´nos helyzetu˝ pontja a´ltal meghata´rozott ha´romszo¨g
be´ırt ko¨re´nek ko¨ze´ppontja´t. Elinte´ztu¨k a H su˝ru˝se´ge´nek ke´rde´se´t convH-ban.
Megoldottuk W. Kuperberg egy proble´ma´ja´t, aki egy 8 hengerbo˝l a´llo´ bonyolult
rendszert konstrua´lt, e´s azt ke´rdezte, hogy van-e ko¨zu¨lu¨k ketto˝ diszjunkt.
Ismert, hogy az origo´ra ne´zve csillagszeru˝, origo´ra szimmetrikus testet meghata´-
roznak a linea´ris (n− 1)-alterekkel valo´ metszeteinek teru¨letei. Re´gi ke´rde´sre va´la-
szolva megmutattuk, hogy az aszimmetrikus esetben a metszetek teru¨letei e´s su´ly-
pontjai meghata´rozza´k a testet. A rekonstrukcio´s proble´ma stabilita´sa´ra is adtunk
becsle´st.
V. Milman ke´rde´se´t megva´laszolva konvex testek polarita´sa´t (valamely 0-szim-
metrikus ellipszoidra) sikeru¨lt karakteriza´lni, mint az origo´t belseju¨kben tartalmazo´
konvex testek olyan leke´peze´se´t, mely konvex burkot metszetbe, es metszetet konvex
burokba visz.
Rogers egy nevezetes te´tele szerint Rn-ben egy konvex test eltolt pe´lda´nyaibo´l
le´tezik ritka fede´s. Megmutattuk, hogy Rogers su˝ru˝se´gkorla´tja olyan elrendeze´ssel
is ele´rheto˝, amely egy ra´csszeru˝ rendszer const · log n eltolt pe´lda´nya´bo´l a´ll.
U´j konstrukcio´t adtunk olyan Hamilton ko¨rt tartalmazo´ gra´fokra, melyek sz´ıvo´s-
sa´ga > 2.
U´j mo´dszert adtunk nagyme´retu˝ gra´fok pontjainak klasztereze´se´re. A mo´dszer
tova´bbfejleszte´se Dere´nyi, Palla, Vicsek nagy viszhangot kapott mo´dszere´nek, de
sok szempontbo´l jobb anna´l. A mo´dszer alkalmazhato´sa´ga´t ke´t konkre´t alkalmaza´-
son is bemutattuk.
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Rajola es Tallini nemre´g egy u´j, linea´ris algebrai szu¨kse´ges felte´telt tala´lt Hamil-
ton ko¨r le´teze´se´re. Megmutattuk, hogy ez gyenge´bb a ko¨zismert szu¨kse´ges felte´tel-
ne´l.
Vizsga´ltuk a s´ıkon a te´rfogatszorzat proble´ma´t (az A(K)A(K∗), ill. hasonlo´
mennyise´g vizsga´lata, Blaschke-Santalo´, ill. inverz Blaschke-Santalo´ jellegu˝ egyen-
lo˝tlense´gek; itt A a teru¨let, e´s K∗ a K konvex lemez pola´risa). Kora´bban ismert
also´ becsle´sekre, pontos egyenlo˝se´gfelte´telekkel, egyszeru˝ elemi bizony´ıta´sokat ad-
tunk. Felso˝ becsle´st adtunk adott (pa´ros) oldalsza´mu´ 0-szimmetrikus sokszo¨gekre;
pontosan az affin szaba´lyos sokszo¨gekre ve´tetik fel a teru¨letszorzat maximuma.
Bela´ttuk, hogy ba´rmely d-hez van ǫd > 0, hogy legfeljebb d-edfoku´ e´s legfeljebb
d-dimenzio´s szemialgebrai halmazok ba´rmely n-elemu˝ rendszere tartalmaz ke´t ǫdn
elemu˝ re´szrendszert, hogy vagy az elso˝ minden eleme metszi a ma´sodik minden
eleme´t, vagy az elso˝ minden eleme diszjunkt a ma´sodik minden eleme´to˝l. Ebbo˝l
ko¨vetkezik, hogy minden ilyen rendszer tartalmaz nδ (ahol δ > 0) pa´ronke´nt metszo˝
vagy pa´ronke´nt diszjunkt elemet. Ez va´laszt ad Babai egy 20 e´ves sejte´se´re, mely
szerint algebrai mo´dszerekkel nem lehet Ramsey-gra´fot definia´lni, vagyis n csu´csu´
gra´fot, amely nem tartalmaz se const·log n-ne´l nagyobb me´retu˝ teljes, se const·log n-
ne´l nagyobb me´retu˝ u¨res re´szgra´fot. (A ve´letlen gra´f ilyen tulajdonsa´gu´.)
A´ltala´nos´ıtottuk Unga´r egy klasszikus te´tele´t, amely azt mondja, hogy ba´rmely
n elemu˝, nem kollinea´ris, s´ıkbeli ponthalmaz o¨sszeko¨to˝ egyenesei ko¨zo¨tt legala´bb
2⌊n/2⌋ ku¨lo¨nbo¨zo˝ ira´nyu´ tala´lhato´. Bela´ttuk, hogy ba´rmely, fenti tulajdonsa´gu´
ponthalmaz o¨sszeko¨to˝ szakaszai ko¨zu¨l ki lehet va´lasztani 2⌊n/2⌋-t, u´gy, hogy ne
legyen ko¨zo¨ttu¨k ketto˝, melyek egyenes meghosszabb´ıta´sai mindke´t szakaszon k´ıvu¨l
metszik egyma´st. Igazoltuk Scott sejte´se´t: ba´rmely n elemu˝ (n ≥ 7 pa´ratlan),
nem koplana´ris ponthalmaz R3-ben meghata´roz legala´bb 2n− 5 ku¨lo¨nbo¨zo˝ ira´nyu´
egyenest; ez minden fenti n-re pontos.
To¨bb a´ll´ıta´st bizony´ıtottunk, melyek a geometriai algoritmusok elme´lete´ben me-
ru¨ltek fel, e´s s´ıkbeli alakzatok u¨tko¨ze´s ne´lku¨li mozga´sa´ra vonatkoznak. Pl.: van
ke´t olyan, egyenke´nt n sza´mozatlan diszjunkt egyse´gko¨rbo˝l a´llo´ konfigura´cio´ a
s´ıkon, hogy az egyikbo˝l a ma´sikba lehetetlen 16n/15-ne´l kevesebb le´pe´sben eljutni.
Egy le´pe´sben egy ko¨rt mozgathatunk egy folytonos go¨rbe mente´n, ane´lku¨l, hogy
o¨sszeu¨tko¨zne a to¨bbiekkel. Viszont tala´ltunk olyan algoritmust, amellyel ba´rmely
n elemu˝ konfigura´cio´bo´l ba´rmely ma´sikba el lehet jutni 3n/2 + o(n) le´pe´sben.
Geometriai gra´fokra vonatkozo´ vizsga´lataink az uto´bbi ido˝ben ne´mike´pp meglepo˝
fordulatot vettek. Eddig is vila´gos volt, hogy bizonyos re´szben rendezett halma-
zokra vonatkozo´ te´telek szerepet ja´tszanak ezen ke´rde´sek megko¨zel´ıte´se´ben. Kide-
ru¨lt, hogy sza´mos proble´ma megolda´sa´nak kulcsa s´ıkbeli o¨sszefu¨ggo˝ halmazok (vagy
go¨rbe´k, ne´ha konvex halmazok) metszetstruktu´ra´ja´nak vizsga´lata´ban rejlik. Sike-
ru¨lt elo˝rele´pnu¨nk ne´ha´ny re´gi, metszet-gra´fokra vonatkozo´ Ramsey- es Tura´n-t´ıpusu´
ke´rde´s tiszta´za´sa´ban. Ezen eredme´nyek ko¨vetkezme´nyeke´nt sikeru¨lt jelento˝sen meg-
jav´ıtanunk ne´ha´ny re´gi felso˝ becsle´st, melyek azon s´ıkba rajzolt n-pontu´ topolo´giai
(vagyis go¨rbevonalu´) gra´fok e´lsza´ma´ra vonatkoznak, melyekben nincs k darab pa´-
ronke´nt metszo˝ e´l (itt k fix, n→∞).
Egy n elemu˝ halmaz 3 elemu˝ re´szhalmazainak egy halmaza´t Steiner ha´rmas
rendszernek (STS) nevezu¨nk, ha ba´rmely 2 elemu˝ re´szhalmaz pontosan egy darab
fenti 3 elemu˝ben van benne. Adtunk egy-egy karakterizacio´t a nem projekt´ıv e´s
nem affin STS-re.
Gra´fok e´lsz´ıneze´seit vizsga´ltuk, ahol minden sz´ınre az azonos sz´ınu˝ e´leken van
egy-egy teljes rendeze´s, amelyek a gra´f e´lhalmaza´val egy bizonyos kompatibilita´si
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rela´cio´ban vannak. Ennek seg´ıtse´ge´vel definia´lhato´ a gra´fra e´s ba´rmilyen k ≥ 1
ege´sz sza´mra egy bizonyos sza´m (k-track number). Vizsga´ltuk ennek a sza´mnak a
gra´f szoka´sos jellemzo˝ivel valo´ kapcsolata´t.
2) A 2003-2007 E´VEKBEN ELE´RT O¨SSZES EREDME´NYEK RO¨-
VID O¨SSZEFOGLALA´SA
Bela´ttuk az euklideszi ha´romszo¨gkorla´tot a hiperbolikus s´ıkon egy nagy ko¨rnek
kisebb kongruens ko¨ro¨kkel valo´ fede´se´re.
A Rogers-Shephard egyenlo˝tlense´gnek egy stabilita´si varia´nsa´t bizony´ıtottuk.
R3-ben n pont meghata´roz legala´bb const·n77/141−ǫ ta´volsa´got (ǫ > 0 tetszo˝le-
ges).
R3-ben egyma´st pa´ronke´nt e´rinto˝, ke´t ira´nyban ve´gtelen kongruens ko¨rhengerek
sza´ma < 25.
Adva Rn-ben egyse´ggo¨mbo¨k egy rendszere, a ko¨ze´ppontok ta´volsa´gai ≥ 3.7, e´s
ko¨zu¨lu¨k ba´rmely n2-nek van ko¨zo¨s (egyenes) transzverza´lisa. Ekkor az o¨sszesnek
van ko¨zo¨s transzverza´lisa.
Befejeztu¨k a Finite Packing and Covering 400 oldalas monogra´fia´t, a Cambridge
University Press adta ki.
50 e´vig nyitott ke´rde´s volt hiperbolikus te´rbeli go¨mbelhelyeze´sek su˝ru˝se´ge´nek
defin´ıcio´ja. 2000-ben “sze´p” elhelyeze´sekre adtak egy defin´ıcio´t. Mi tetszo˝leges
go¨mbelhelyeze´sekre adtunk defin´ıcio´t, ami a “sze´p” esetben az elo˝bbire reduka´lo´dik.
Meghata´roztuk a ko¨r legritka´bb fede´se´t 8, 9, 10 kongruens ko¨rrel.
R3-ben n nem koplana´ris pont (n ≥ 7 pa´ratlan) meghata´roz 2n − 5 ira´nyt; ez
minden fenti n-re pontos.
Korla´tos foku´ polinomokkal definia´lt Rd-beli halmazok (d fix) metszetstruktu´ra
gra´fja (n ponttal) tartalmaz nc me´retu˝ teljes vagy u¨res gra´fot (c > 0 konstans).
Ra´cste´glatestnek, melybe teljes n-es gra´f berajzolhato´, u´gy, hogy a csu´csok
ra´cspontok e´s az (egyenes) e´lek ma´s csu´cson nem mennek a´t, minima´lis te´rfogata
const·n3/2.
R2-ben n pont la´thato´sa´gi gra´fja´ra a kromatikus sza´m korla´tozva van a klikksza´m
egy fu¨ggve´nye´vel, de polinomja´val nem.
Molna´r J. 40 e´ves sejte´se´t megva´laszoltuk: R3-ben az egyse´ggo¨mbo¨t tartalmazo´,
e´s alkalmas r-re, a koncentrikus r sugaru´ go¨mb a´ltal nem tartalmazott csu´csokkal
rendelkezo˝ polie´derek ko¨zo¨tt a minima´lis te´rfogatu´/felsz´ınu˝ a szaba´lyos oktae´der
ill. ikozae´der.
R3-ben C2 konvex testeknek korla´tozott e´lsza´mu´ konvex polie´derekkel to¨rte´no˝
te´rfogatapproxima´cio´ja´t vizsga´ltuk; aszimptotikus formula´t adtunk e´s az extrema´lis
polie´derek tipikus lapja´t le´ırtuk.
Ko¨rho¨z ele´g ko¨zeli konvex lemez kongruens pe´lda´nyainak adott su˝ru˝se´gu˝ rend-
szere esete´n, a lefedett re´sz su˝ru˝se´ge´re kora´bban csak a nemkeresztezo˝ esetben
ismert felso˝ becsle´st a´ltala´nosan bela´ttuk; centra´lszimmetrikus lemezre a becsle´s
pontos. (´Igy egy 35 e´ve nyitott proble´ma´t re´szlegesen elinte´ztu¨nk.)
Molekula a s´ıkon egy egyse´gko¨r e´s azt k´ıvu¨lro˝l e´rinto˝ r sugaru´ ko¨r unio´ja. Le´tezik
[2/
√
3 − 1, r0] nemtrivia´lis, expliciten megadhato´ intervallum, hogy r-et ebbo˝l az
intervallumbo´l ve´ve, a molekula kongruens pe´lda´nyaibo´l a´llo´ legsu˝ru˝bb elhelyeze´s
ke´t adott ra´cselhelyeze´s unio´ja.
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Minden harmadfoku´ gra´f egyenes e´lekkel s´ıkba rajzolhato´, hogy e´l nem tartalmaz
ma´s csu´csot, e´s az e´lek ira´nyainak sza´ma legfeljebb const.
LegyenH ⊂ Rn, mely nem fekszik egy affin hipers´ıkban. TartalmazzaH ba´rmely
n + 1, a´ltala´nos helyzetu˝ pontja a´ltal meghata´rozott szimplex ko¨re´´ırt go¨mbje´nek
ko¨ze´ppontja´t. Ekkor H su˝ru˝ Rn-ben.
Egyse´gko¨r ve´ges sok konvex tartoma´nyra bonta´sa esete´n ezek be´ırt ko¨rei a´tme´ro˝i-
nek o¨sszege legala´bb 2; ez Tarski te´tele´t jav´ıtja.
Rn-ben 2 a´tlagsze´lesse´gu˝ konvex test ko¨re´ ı´rt szimplex a´tlagsze´lesse´ge legala´bb
akkora, mint az egyse´ggo¨mb ko¨re´ ı´rt szaba´lyos szimplexe´.
Ne´ha´ny H gra´fra megadtuk, hogy legala´bb ha´ny e´le van egy n pontu´ gra´fnak,
melybo˝l ba´rhogy elve´ve k e´let, marad benne H-val izomorf re´szgra´f.
Le´nyege´ben pontosan megadtuk, hogy legala´bb ha´ny e´le van egy n pontu´ gra´fnak,
melyben nincs Hamilton u´t, de ba´rmely e´let hozza´adva ma´r lesz.
Rn-ben (n > 1) ke´t konvex test, melyek ba´rmely kongruens pe´lda´nyainak met-
szete/unio´juk konvex burka centra´lszimmetrikus, kongruens go¨mbo¨k.
Centra´lszimmetrikus konvex C sokszo¨gho¨z, e´s m ≥ 1 ege´szhez le´tezik M =
M(C,m) ≥ 1 ege´sz, hogy minden, C eltoltjaibo´l a´llo´M -szeres fede´s m fede´s unio´ja.
Fix C-re M ≤ const ·m2 (a kora´bbi korla´t exponencia´lis volt).
n konvex s´ıkbeli halmaz ko¨zo¨tt van ke´t cn elemu˝ re´szrendszer, hogy az elso˝nek e´s
ma´sodiknak ba´rmely eleme metszo˝, vagy az elso˝nek e´s ma´sodiknak ba´rmely eleme
diszjunkt (c > 0 konstans).
Minden ve´ges s´ıkbeli ponthalmazban van Hamilton u´t, hogy minden szo¨g ≥ 20◦.
Pozit´ıv sza´zale´kos Erdo˝s-Szekeres t´ıpusu´ te´telt la´ttunk be, pontok helyett s´ıkbeli
diszjunkt kompakt konvex halmazokra.
Rn-ben 0-ra csillagszeru˝ testet meghata´roznak a linea´ris (n− 1)-alterekkel valo´
metszeteinek teru¨letei e´s su´lypontjai (re´gi ke´rde´sre va´lasz).
Rn-ben 0-t belso˝ pontke´nt tartalmazo´ konvex testek halmaza´nak o¨nmaga´ba valo´
leke´peze´se, mely metszetet konvex burokba, konvex burkot metszetbe visz, egy 0-
szimmetrikus ellipszoidra valo´ polarita´s (V. Milman ke´rde´se).
Blaschke-Santalo´ egyenlo˝tlense´get la´ttunk be C 0-szimmetrikus 2n-szo¨gekre:
maxA(C)A(C∗) pontosan az affin szaba´lyos 2n-szo¨gekre e´retik el (A a teru¨let, C∗
a C pola´risa).
Ha van ke´t, n sza´mozatlan diszjunkt egyse´gko¨rbo˝l a´llo´ rendszer a s´ıkon, akkor
egyikbo˝l a ma´sikba 3n/2 + o(n) le´pe´ssel el lehet jutni, de 16n/15-ne´l kevesebbel
nem. Egy le´pe´s egy ko¨r folytonos mozgata´sa a to¨bbiekkel valo´ u¨tko¨ze´s ne´lku¨l.
Fix k-ra n pontu´, go¨rbevonalakkal s´ıkba rajzolt gra´fokra, u´gy, hogy nincs k
pa´ronke´nt metszo˝ e´l, az e´lsza´mra a kora´bbiakna´l sokkal jobb felso˝ becsle´st adtunk.
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